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  فصل سوم
  كرد تقسيم و حلروي

)Divide And Conquer(  
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  روش تقسيم و حل
 عمل تقسيم تا زماني كه مسائل كوچكتر حاصل قابل حل (شود  يك مسئله به دو يا چند مسئله كوچكتر تقسيم مي

  )يابد باشند، ادامه مي
 شوند مسائل كوچكتر حل مي.  
 شود با تركيب نتايج حل مسائل كوچكتر، جواب مسئله اصلي حاصل مي. 

  يك روشTop-Down روش به كار گرفته شده توسط ناپلئون( است( 

 شوند ها در اين روش بيشتر به صورت بازگشتي پياده سازي مي الگوريتم. 

  
  روش تقسيم و حلهاي نمونه  الگوريتم

 جستجوي دودويي 

 سازي ادغامي مرتب 

 سازي سريع مرتب 

 ها ضرب ماتريس 

 ضرب اعداد صحيح بزرگ 

 ها وچكترين كليديافتن بزرگترين و ك 

 مسئله انتخاب 

  و. . .  
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 جستجوي دودويي

  : برابر است، خارج شو، در غير اين صورت آرايهبا عنصر وسط) مقدار مورد جستجو( xاگر 
  تقسيم. 1

باشد، آرايه سمت چپ را   وسط مي كوچكتر از عنصرxاگر . برابر نصف اندازه آرايه اوليهاي تقريبا  آرايه به دو زير آرايه با اندازه
  .باشد، آرايه سمت راست را انتخاب كن  بزرگتر از عنصر وسط ميxاگر . انتخاب كن

  حل. 2
رد يا خير، مگر اين كه اندازه زير آرايه به اندازه كافي قرار دا در آن زير آرايه xزير آرايه به صورت بازگشتي با تعيين اين كه آيا 

  .كوچك باشد
  راه حل. 3

  .آرايه را با توجه به راه حل زير آرايه تعيين كنراه حل 
  : و آرايه به صورت زير باشد18xفرض كنيد : مثال

 
 

  توسعه يك الگوريتم بازگشتي
  )تعميم(توسعه، روشي براي بدست آوردن راه حل يك نمونه از روي راه حل يك يا چند نمونه كوچكتر 

  كوچكتر) هاي(نهايي نزديك شدن به نمونه ) شرايط(تعيين شرط 
  نهايي) شرايط(تعيين راه حل در شرط 

  

  :مثال
  )بازگشتي( جستجوي دودويي 1-2الگوريتم 

  . وجود دارد يا خيرn به اندازه Sدر آرايه مرتب شده ) مقدار مورد جستجو (xتعيين كنيد كه آيا : مساله
  .x مقدار انديس گذاري شده است، n تا 1 كه از S، آرايه مرتب )پارامتر (n) آرگومان( مثبت عدد صحيح: ها ورودي
  )باشد  نباشد برابر صفر ميS در xاگر ) (S در xيعني محل  (S در x، موقعيت location: ها خروجي

location :نام الگوريتم  
low : انديس اول آرايه(كران پايئن(  

10 12 13 14 18 20 25 27 30 35 40 45 47 
x مقايسه كن25 را با  

10 12 13 14 18 20 

14 18 20 

  زير آرايه سمت چپ را انتخاب كن زيرا
25x 

x مقايسه كن13 را با  

 زير آرايه سمت راست را انتخاب كن زيرا
13x  

xمقايسه كن18 را با  
  موجود استx پس 18xچون 

10 12 13 14 18 20 25 27 30 35 40 45 47 

عنصر وسط
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high : ر آرايهانديس آخ(كران بالا(  
index location (index low, high) 
{ 
 index mid; 
 if (low > high) 
  return 0; 
 else 
  { 
  mid = [(low+high)]/2; 
  if (x == S[mid]) 
   return mid; 
  else if (x < S[mid]) 
   return location (low, mid - 1); 
  else 
   return location (mid + 1, high); 
  } 
} 

  :بررسي خط به خط
  : را به صورت زير در نظر ميگيريمSبراي مثال آرايه 

S:  20 آرايه  25 30 35 40
 5 4 3 2 1  انديس

x = 25  , L = 1  , H = 5 
L H Location (low, High) mid آرايهS 

1  5  Location (1, 5)  3  
   

20 25 30 25 40 
1 2 3 4 5 

L   mid   H 

1  2  Location (1, 2)  1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

20 25 
1 2 

L 
mid H  

2  2  Location (2, 2)  2  

 
 
 
 25 

2 

L 
H 

mid 
 

  .شود باشد، به محل فراخواني الگوريتم برگردانده مي مي) 25مقدار  (xاي كه حاوي    به عنوان انديس خانه2مقدار 
  

  )اي باشد، با همان مقادير مثال حل شده در كلاس  خانه5نكته، آرايه ( كنيد 60x Traceاين الگوريتم را براي مقدار : تمرين
  

  )بدترين حالت(پيچيدگي زماني 
 با xمقايسه : عمل اصلي midS   

  nتعداد عناسر آرايه، : اندازي ورودي
  :پيچيدگي زماني

 خانه اي برابر است با هزينه يك آرايه nهزينه آرايه 
2

nهزينه خانه وسط است1كه  (1اي بعلاوه   خانه :(  

  1
2









n
WnW  for ,1n  n a power of 2 

  اي ي تك خانه هزينه آرايه
  11 W  
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  .شود  معادلات بالا، معادله بازگشتي هزينه گفته مي2كه به 

  
  :حل

         nnTnnWnnW 222 log,log1log    
  : به تواني از دو محدود نباشدnو اگر 

     nnnW 22 log1log   
  

  يافتن كوچكترين و بزرگترين عنصر آرايه
  تقسيم

آرايه به دو زير آرايه به اندازه 
2

nعنصر .  
  

  حل
  . ها با يافتن كوچكترين و بزرگترين عنصر در آن هر يك از زير آرايه

  .، براي حل آن به روش بازگشتي عمل ميكنيم)2n(به اندازه كافي كوچك نبود اگر زير آرايه 
  

  تركيب
ها با يافتن كوچكترين عنصر در بين كوچكترين عنصر دو زير آرايه و يافتن بزرگترين عنصر در بين  هاي زير آرايه راه حل

  .بزرگترين عنصر دو زير آرايه

 
 

  

 11 max,min    22 max,min    

  

    2121 ,max,min   MaxMin      
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  همه حالات: پيچيدگي زماني
  مقايسه: عمل اصلي

  nتعداد عناصر آرايه : اندازه ورودي
 1   1n  
  nT  

   22/2 nT   1n  

 nT : هزينه پيدا كردنmax و min در يك آرايه 
2

nعنصري   
  :تذكر

علت استفاده از 







2
2

n
T به جاي 

2

n بخش با 2:  اين است كه 
2

nعنصر وجود دارد .  

2علت استفاده از 
2

2 





 n

T 1 به جاي
2

2 





 n

Tمينيمم 2 مقايسه وجود دارد، يكي بين 2:  اين است كه )min ( 2و يكي بين 
  .داريم) max(ماكسيمم 

  
 

  :پيچيدگي زماني

 nT  22
2

22
2
2222

2
2

2

2





























































n

T

n

T
n

T

n
n     

 

 222
2

22222
2
22222

2
2 2

3
2

2
2

2
2 






































































n
T

n

T
n

T  

 32
3

3 222
2

2 







n
T  

 ...  
 











i

k

k
i

i n
T

1
2

2
2  

يير متغيرتغ : ii
i

n
n

n
2

2
22

2
1    

    2
2

32
2

222
2

1 





  n

n
n

T
n

nT i  
  : به تواني از دو محدود نباشدnو اگر 

   n
n

nT 



 2

2
3  
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  )MergeSort (مرتب سازي ادغامي
  تقسيم

آرايه به دو زير آرايه به اندازه 
2

nعنصر .  
  

  حل
  .كنيم اگر زير آرايه به اندازه كافي كوچك نبود، براي حل آن به روش بازگشتي عمل مي. ها با مرتب سازي آنزير آرايه هر يك از 

  
  تركيب
  .ها در يك آرايه مرتب ها با ادغام آن هاي زير آرايه راه حل

  
  در خصوص مرتب سازي ادغامي: مثال

 

  

27 10 12 20 25 13 15 22

27 10 12 20 25 13 15 22

27 10 12 20 

27 10 12 20 

25 13 15 22

25 13 15 22

10 27 12 20 13 25 15 22

10 12 20 27 13 15 22 25 

10 12 13 15 20 22 25 27
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  الگورتم مرتب سازي ادغامي
Merge Sort  
Problem: 
Sort n keys in non-decreasing order. 

  مشكل
  مقدار در يك آرايه نامرتبnمرتب سازي 

Input: 
positive integer n, array of keys S indexed from 1 to n. 

  ورودي
 nتا  1هاي  اي از مقادير با انديس ، آرايهnعدد صحيح و مثبت 

Output: 
the array S containing the keys in non-decreasing order. 

  خروجي
  كه شامل مقادير به صورت مرتب شده صعوديS  آرايه

 
Void mergesort (int n, keytype S[]) voidيعني تابعي كه مقداري بر نميگرداند   

mergesortنام الگوريتم است . 

n طول آرايه( تعداد عناصر آرايه( 

n و Sپارامتر هستند   
Sآرايه است . 

{  

 const int h = hnm
n







,
2

; 
 

 keytype    ;...1,...1 mVhU   

 if  1n   

 {  
 copy S[1] through S[h] to U[1] through U[h];  
 copy S[h + 1] through S[n] to V[1] through V[m];  
 mergesort (h, U);  
 mergesort (m, V);  
 merge (h, m, U, V, S);  
 }  
}  
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  الگوريتم ادغام
Merge  ادغام  
Problem: 
merge two sorted array into one sorted array. 

  مشكل
  آرايه مرتب در يك آرايه مرتب2ادغام 

Inputs: 
positive integer h  and m , 
array of sorted keys U  indexed from 1 to h , 
array of sorted keys V  indexed from 1 to m . 

  ورودي
  m و hاعداد صحيح و مثبت 

 h الي 1هاي  اندايس  باUآرايه مرتب 

 m تا 1ها   با انديسVآرايه مرتب 

Outputs: 
the array S  containing the keys in nondecreasing order. 

  خروجي
Sل مقادير مرتب شده به صورت صعودي شام 

 

Void merge (int h, int m, const keytype U[], keytype V[], keytype S[]) 
h : طول آرايهU  
i : متغير براي كنترل آرايهU 

{  
index i,j,k;  
i=1; j=1; k=1;   
While (i <= h && j <= m) در هر حالت مقدار حلقه در هر بار اجراء يك واحد اضافه ميشود 

 {  
 if (U[i] < V[j])  در صورتي كه عنصرU كوچكتر از عنصر Vاشد ب  
  {  
  S[K] = U[i]  
  i++;  
  }  
 else   
  {  
  S[K] = V[j]  
  j++;  
  }  
 k++;  
 } //end of while  

اين حلقه عمل چيدمان در 
S

 را تا خالي شدن يكي از 
دو آرايه 

U
 يا 

V
 ادامه ميدهد

 

if (i > h)  
 copy V[j] throughtV[m] to S[k] throught S[h + m]; copy V[j] در صورتيكه آرايه Uخالي شده باشد  

else  
 copy U[i] throughtU[h] to S[k] throught S[h + m]; copy U[i] در صورتي كه آرايه Vخالي شده باشد  

}  
 

  بدترين حالت: پيچيدگي ادغام
  V[j] با U[i]مقايسه : عمل اصلي

  ، تعداد عناصر موجود در هر يك از دو آرايه وروديm و h: اندازه ورودي
  :پيچيدگي زماني

  1,  mhnhW  
  : واحد كم كردنعلت يك

  . اضافه ميشودS آرايه، بدون مقايسه به 2عنصر آخر در يكي از 
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ها، آرايه ديگر فقط يك عنصر مقايسه نشده داشته  به دليل مقايسه تمام عناصر يكي از آرايهيعني زماني كه هنگام خروج از حلقه 
  .باشد

  
  بدترين حالت: پيچيدگي زماني مرتب سازي ادغامي

  .شود  انجام ميMergeاي كه در  سهمقاي: عمل اصلي
  .S تعداد عناصر آرايه n: اندازه ورودي

  :پيچيدگي زماني
      1 mhmWhWnW  

  : باشد2 تواني از nاگر 
  1

2
2 






 n

n
WnW  for 1n , n   a  power of 2 

  01 W  
 

    nTnW       1 mhmThTnT  

mh :با فرض
n


2

) n محدود نباشد2 به تواني از (  

  1
2222










nnn
T

n
TnT    1

2
2 






 n

n
TnT     nnnT log  

 

  پيچيدگي حافظه الگوريتم مرتب سازي ادغامي
nn 2...

4

1

2

1
1 






   

  .مورد نياز است) حافظه(، فضا )آرايه اوليه (S برابر آرايه 2يعني در مجموع به اندازه 
  

  nبراي كاهش پيچيدگي حافظه به 
 بخش را 2 مورد استفاده قرار ميگيرد كه تقسيم آرايه به mergesort به جاي الگوريتم mergesort2ن منظور الگوريتم براي اي

  .دهد انجام مي) in place(به صورت درجا 
  

  :نكته
  .داد انجام مي) Out Place(اين كار را به صورت برون از جا ) mergesort(الگوريتم قبلي 

  * * * * * * * * * * جهت مطالعه فقط* * * * * * * * * * 
void mergesort2 (index low, index high) 
{ 
 index mid; 
 if (low < high) 
  { 
  mid = [(low + high)/2]; 
  mergesort2 (low, mid); 
  mergesort2 (mid + 1, high); 
  merge2 (low, mid, high); 
  } 
} 

* * * * * * * * * * * * * * * * * ** *  
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  مرتب سازي سريع
  )Hoare) 1962توسعه يافته توسط 

  :مراحل
  معمولا عنصر اول(انتخاب عنصر محوري( 

  تقسيم آرايه به دو بخش به طوري كه عناصر كوچكتر از عنصر محوري در سمت چپ و عناصر بزرگتر از آن در سمت
 .راست آن قرار بگيرند

  
  : مثال

  
  
  
  
  
  
  
  

  )QucikSort(الگوريتم مرتب سازي سريع 
Algorithm: QuickSort 

void :يعني هيچ مقداري برنميگرداند  
quicksort : نام الگوريتم  

low :كران پايين آرايه  
high :كران بالا آرايه  

pivotpoint :متغيري است حاوي انديس عنصر محوري  
void quicksort (index low, index high) 
{ 
index pivotpoint 
if (high > low) 
{ 
 partition (low, high, pivotpoint); 
 quicksort (low, pivotpoint - 1); 

 .خود فراخواني براي بخش اول آرايه

 quicksort (pivotpoint + 1, high); 
  خود فراخواني براي بخش دوم آرايه

} 
} 

15 22 13 27 12 10 20 25

10 13 12 15 22 27 20 25

10 13 12 

10 12 13 

20 27 25

20 25 27

15 

15 

22 

22 

  عنصر محوري
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  )Partition (الگوريتم بخش بندي
 .نصر محوري به دو بخش تقسيم ميكندعاين زير الگوريتم، آرايه را بر اساس 

void :الگوريتم هيچ مقداري بر نميگرداند  
partition :نام الگوريتم 

low :آرگوماني كه دريافت ميكند، كران پايين آرايه  
high :آرگوماني كه دريافت ميكند، كران بالاي آرايه  

pivotpoint :مقدار اين پارامتر توسط اين الگوريتم قرار است ،)Partition ( مشخص و به الگوريتمQucikSortگزارش شود . 
 .كه حاوي انديس عنصر محوري است

pivotitem :متغيري است، حاوي خود عنصر محوري  
void partition (index low, index high, index& pivotpoint)  
{ 
index i, j; 
keytype pivotitem; 

pivotitem = S[low];  //Choose First item for 
اولين مقدار در آرايه به عنوان عنصر محوري انتخاب شده و در متغير 

pivotitemقرار ميگيرد .  
j = low;   //pivotitem 
for (i = low + 1; i <= high; i++) 
 { 
 if (S[i] < pivotitem) 
  { 
  j++; 
  exchange S[i] and S[j]; 
  } 
 } 

اين حلقه، مقدار عنصر محوري را با مقادير عنصرهاي دوم الي آخر 
آرايه، مقايسه ميكند و در صورتيكه مقدار عنصر محوري، بزرگتر از 

 اضافه نموده و jمقدار عنصر ديگري باشد، يك واحد به متغير 
تعداد عناصر كوچكتر . (دهد جايي عناصر را بر مبناي آن انجام مي جابه

  )شود  محوري مشخص مياز عنصر
. ، همان انديس عنصر محوري خواهد بودjدر پايان اين حلقه، مقدار 

  )انديس محل جديد عنصر محوري(

 pivotpoint = j; 
 pivotpoint قرار دارد، در متغير jانديس جديد عنصر محوري كه در 

 .شود ريخته مي

 exchange S[low] and S[pivotpoint]; //Put pivotitem at pivotpoint 
 به محل عنصر محوري منتقل jهمچنين مقدار موجود در انديس . شود  منتقل ميjعنصر محوري كه در خانه اول آرايه قرار دارد، به مكان با انديس 

  .خواهد شد
} 

  

  )Partition(مثال در خصوص الگوريتم بخش بندي 
i j S[1] S[2] S[3] S[4] S[5] S[6] S[7] S[8]  
- - 15 22 13 27 12 10 20 25  Initial Values 
2 1 15 22 13 27 12 10 20 25  
3 2 15 22 13 27 12 10 20 25  
4 2 15 13 22 27 12 10 20 25  
5 3 15 13 22 27 12 10 20 25  
6 4 15 13 12 27 22 10 20 25  
7 4 15 13 12 10 22 27 20 25  
8 4 15 13 12 10 22 27 20 25  
- 4 10 13 12 15 22 27 20 25 Final Values 

  بخش دوم بخش اول 
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. دهد  نشان ميSبندي آرايه   را براي بخشPartition، يك مرحله از اجراي الگوريتم 25مثال ارائه شده در اسلايد : 3تمرين 
  .هاي بدست آمده، بررسي و ارائه نماييد  را براي يكي از بخشQuickSortضمن بررسي مثال اين اسلايد، اجراي الگوريتم 

  
  همه حالات: Partitionپيچيدگي زماني الگوريتم 

مقايسه : عمل اصلي iS با pivotitem  
1: اندازه ورودي lowhighn) اندازه آرايه(  

  :شوند يك بار مقايسه مي) به جز اولي( يك از عناصر از آنجا كه هر: پيچيدگي زماني
  1 nnT  

  بدترين حالت: سازي سريع پيچيدگي زماني مرتب
مقايسه : عمل اصلي iS با pivotitem در رويه partition  

  Sازه آرايه  اندn: اندازه ورودي
  :پيچيدگي زماني

      

partition
toTime

subarrayright
sorttoTime

subarrayleft
sorttoTime

nnTTnT
 

 
  

 
  

110    

   
 








00

11

T

nnTnT  0nfor  

  :حل
     2

2

1
n

n
nnT 

  
   2nnT   
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  ها الگوريتم ضرب ماتريس
  ها به روش استاندارد ضرب ماتريسعادي الگوريتم 

  :ها به صورت زير است ضرب ماتريسالگوريتم ساده 
for (i = 1, i <= n, i++) 
 for (j = 1, j <= n, j++) 
  { 
  C[i][j] = 0; 
  for (k = 1, k <= n, k++) 
   C[i][j] = C[i][j] + A[i][k] * B[k][j]; 
  } 
ها تعداد ضرب :  33 nn   

ها تعداد جمع :  33 nn   

ها را كاهش داد و به  توان تعداد جمع ير ساده زير ميبا تغي  23 nnnT رساند :  
for (i = 1, i <= n, i++) 
 for (j = 1, j <= n, j++) 
  { 
  C[i, j] = A[i][k] * B[k][j]; 
  for (k = 2, k <= n, k++) 
   C[i][j] = C[i][j] + A[i][k] * B[k][j]; 
  } 
ها تعداد ضرب :  33 nn   

ها تعداد جمع :  323 nnn   

  ها به روش تقسيم و حل الگوريتم ضرب ماتريس
n ميباشد2 تواني از .  

 را به چهار ماتريس كوچكتر كه هر يك ,BAماتريس 
22

nn
هستند تقسيم نمود :  

 
2

n  
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n  
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ijCيعني. به دست آوردها   هاي بالا را ميتوان به همان روش الگوريتم استاندارد ضرب ماتريس:  

2112111111 BABAC    , 2212121112 BABAC   
2122112121 BABAC    , 2222122122 BABAC   

 عمل ضرب 8 به nnهاي  ها براي ماتريس ها در نظر بگيريم، آنگاه تعداد ضرب اگر در الگوريتم بالا، عمل اصلي را تعداد ضرب
هاي  ماتريس

22

nn
11از طرف ديگر بديهي است كه ضرب دو ماتريس . ز خواهد داشت نيا فقط به يك عمل ضرب اسكالر نياز 

  :هاي داريم دارد، لذا براي الگوريتم ساده تقسيم و غلبه ضرب ماتريس
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  

     338log2 nnnTnnT   
  

  :ها به روش استاندارد ي ضرب ماتريسها طبق تعريف الگوريتم عاد ضرب ماتريس
: ها تعداد ضرب  3nnT   
: ها تعداد جمع  23 nnnT   

  
  )1969(ها  الگوريتم استراسن براي ضرب ماتريس

  جمع و ضرب(پيچيدگي بهتر از درجه سوم(  
  

  )ضرب ماتريس(روش استراسن 
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  :آنگاه
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  . به سادگي ميتوانيد آن را اثبات كنيد2nبراي حالت 
  
  هاي بزرگ راي ماتريسب

  :ها تقسيم ماتريس
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  :ها، مثلاMمحاسبه 
  221122111 BBAAM   
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  : مثال
  :هاي زير براي ماتريس
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  :شود  به صورت زير محاسبه مي1Mو 
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21  

 براي ضرب دو ماتريس (كنيد، روش استراسن  همانطور كه مشاهده ميnn ( عمل جمع و 18 عمل ضرب و 7به تعداد 
هاي  ماتريس(تفريق 

22

nn
 (نياز دارد. 

  1برايn) 11تريس دو ما (يك عمل ضرب و صفر عمل جمع و تفريق نياز است. 

 ها تعداد ضرب لذا: 

 

 
     81.27log2
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 ها ها و تفريق تعداد جمع: 
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  هنگامي كه دو ماتريس
22

nn
ها با هم جمع يا تفريق خواهند   آنهاي متناظر تمام خانه. شوند  با هم جمع يا تفريق مي

شد، لذا ماتريس حاصل 
2

2






 nخانه دارد .  

  
  ) فراخواني با ارجاع-فراخواني با مقدار  (. تحقيق شودCall by Value و Call by reference: 4تمرين 

  
  الگوريتم استراسن

Algorithm Strassen 
 Problem 

Determinate the product of two nn  matrices where n  is a 
power of 2. 

 nn ماتريس 2ضرب 

 inputs: 
an integer n  that is a power of 2, and two nn  matrices A  
and B . 

 . است2 كه تواني از nيك عدد صحيح 

 Outputs: 
the product C  of A  and B .  
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  :بررسي خط به خط الگوريتم استراسن

  .يعني آن مقدار، يك مقدار خروجي الگوريتم است. نيم قبل از يك متغير استفاده ميك&هر جايي كه از : تذكر

void strassen 
(int n  nn _matrix A , nn _matrix B , nn +matrix C& ) 

void :الگوريتم مقدار بر نميگرداند.  
strassen :نام الگوريتم.  

  .ها هستند  وروديB و Aماتريس 
 . خروجي استCماتريس 

{  
if (n <= threshold)  

 compute C = A × B using the standard algorithm; 
اي كمتر است، آن را به  اگر ابعاد ماتريس از يك حد آستانه

 )نه با روش استراسن. (روش عادي ضرب كن

else در غير اين صورت: 

 {  
 partition A into four submatrices A11, A12, A21, A22;   را به چهار ماتريس فرعي تبديل كنAماتريس 

 partition B into four submatrices B11, B12, B21, B22;  ماتريسBرا به چهار ماتريس فرعي تبديل كن  

 compute C = A × B using Strassen's method; 
 ميباشد به روش B در A را كه حاصل ضرب Cماتريس 

 استراسن محاسبه كن

  // example recursive call;  
  // strassen (n/2, A11 + A22, B11 + B22, M1)  
 }  
}  

  
  )روش عادي و استراسن(ها   ضرب ماتريسمقايسه

Table 2.3 A comparison of two algorithms that multiply nn  matrices 
 Standard Algorithm Strassen's Algorithm 

ها تعداد ضرب : Multiplications 3n  81.2n  

ها تعداد جمع : Additions/Subtractions 23 nn   281.2 66 nn   
  

  محاسبات با اعداد صحيح بزرگ
  جمع و عمليات خطي ديگر: نمايش اعداد صحيح بزرگ

 از اعداد صحيح، در هر خانه يك رقماي  استفاده از آرايه  
 ذخيره علامت، در بالاترين محل آرايه 

 هاي زمان خطي الگوريتم: 

o جمع 

o تفريق 

o mu 10 
o mdivideu 10   
o mremu 10    

 
  :تذكر
remدهنده باقيمانده است  نشان.  
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 ضرب اعداد صحيح بزرگ

 رقمي به دو عدد صحيح كه هر كدام، تقريبا داراي nتقسيم يك عدد صحيح 
2

nمثلا. باشد  رقم، مي:  
83210567832,567 3   

723109423723,423,9 3   
  به طور كلي
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كه 




2

n
m  

  
  تذكر

علامت  x به معناي كف مقدار محاسباتي x است و علامت  x به معناي سقف مقدار محاسباتي xثال  به طور م.باشد  مي:  
  35.3      45.3   

  45.3      35.3   
  

  ضرب
   رقميnبراي ضرب نمودن دو عدد صحيح 

yxu m  10  
zwv m  10  

  :حاصل ضرب برابر است با
  yzwyxzxwuv mm  10102  

  :مثال

      

  723832108329423723567109423567

72310942383210567723,423,9832,567

36

33
































    


v

zw

u

yxzwyx
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  الگوريتم ضرب
Algorithm: Large Integer Multiplication ضرب اعداد بزرگ 

Problem: Multiply two large integers, u and v.  عدد بزرگ 2ضرب u و v 

Inputs: large integers u and v.  حاصلضربu در v 

Outputs: prod, the product of u and v. 
  . ميباشدprodنام الگوريتم 

 .v و u: پارامترها

 
large_integer prod (large_integer u, large_integer v)  
{  
 large _integer x, y, w, z;  متغير4تعريف  

 int n, m;  تعريفn و m  

 n = maximum (number of digits in u, number of digits in v) 

 را برابر قرار بده با تعداد nو 
 كه v و uارقام عددي از 

  .بيشترين تعداد رقم را دارد
 if ( 00  vu   . برابر با صفر باشدv يا uاگر  (
  return 0; صفر را برگردان  

 else if ( thresoldn  ) 
اگر تعداد ارقام بزرگترين عدد، 
 .كوچكتر از يك حد آستانه باشد

  return vu   obtained in the usual way; 

از اين روش براي ضرب استفاده 
نمايد و آنها را به روش  نمي

  .كند معمول در هم ضرب مي
 else   
 {   

  




2

n
m  

 تقسيم بر nمقدار جزء صحيح 
  . ميريزدm را در 2

  ux  divide m10 ; 
x تقسيم برابر با  راu به 10 بر 

  دهد قرار ميmتوان 
  uy  rem ;10m   

  vw  divide ;10m   

  vz  rem ;10m   

  return         zyprodywprodzxprodwxprod mm ,10,,10, 2   

در اين بخش اين الگوريتم، 
prodبار خود 4ود را  خ 

 .كند فراخواني مي

 }   
}   

  
  بدترين حالت: پيچيدگي زماني 

  عمل اصلي 
، ضرب در m10دستكاري يك رقم دهدهي در يك عدد صحيح بزرگ هنگام جمع كردن، تفريق كردن، يا انجام اعمال تقسيم بر 

m10 و محاسبه باقيمانده بر m10.  
  



        علي اكبر صدري          -طراحي الگوريتم 

atie.smsh.ir                                                                     سيد مهدي سيد حجازي:گردآوري  

49   ويرايش نشده-3نسخه

  اندازه ورودي
nتعداد ارقام هر يك از دو عدد ،  

  :پيچيدگي زماني

 

 
















0

2
4

sT

Cn
n

TnT   for  nsn ,
  

a
  

power
  

of
  

2   

 عدد 2 برابر ضرب 4رقمي برابر با  n عدد بزرگ 2هزينه ضرب 
2

nشود  بار خود فراخواني انجام مي4(باشد   رقمي مي(  
  00 Tباشد، يعني يكي از اعداد ورودي صفر باشد .  

  
  : حل

     24log nnnW    
 چهار بار خودش را با اندازه prodتابع 

2

nزند و عمليات جانبي مثل جمع و تفريق و   صدا ميrem و divide همگي از مرتبه ،
 nOاست .  

  
  ها كاهش تعداد ضرب

  : بايد موارد زير را محاسبه كندprod الگوريتم
 xw  
 ywxz   
 yz  

  .شود  مرتبه فراخواني مي4 براي محاسبه موارد مذكور، prod الگوريتم
  اگر

     yzywxzxwzwyxr
vu

 
 

  آنگاه
yzxwrywxz   

  :بنابراين تنها بايد سه حاصل ضرب زير را محاسبه كنيم
    

  
r

zwyx   

 xw  
 yz  
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   ضربالگوريتم جديد
Algorithm: Large Integer Multiplication ضرب اعداد بزرگ 
Problem: Multiply two large integers, u and v. عدد بزرگ 2رب ض u و v 
Inputs: large integers u and v.  حاصلضربu در v 

Outputs: prod, the product of u and v. 
  . ميباشدprodنام الگوريتم 

 .v و u: پارامترها
 

large_integer prod (large_integer u, large_integer v)  
{  
 large _integer x, y, w, z;  متغير4تعريف  

 int n, m; n = maximum (number of digits in u, number of digits in v) 

  m و nتعريف 
با تعداد ارقام عددي از  را برابر قرار بده nو 
u و vكه بيشترين تعداد رقم را دارد . 

 if ( 00  vu   . برابر با صفر باشدv يا uاگر  (
  return 0; صفر را برگردان.  

 else if ( thresoldn  ) 
د، كوچكتر از اگر تعداد ارقام بزرگترين عد

  يك حد آستانه باشد،

  return vu  obtained in the usual way; 
نمايد و  از اين روش براي ضرب استفاده نمي

  .كند آنها را به روش معمول در هم ضرب مي
 else در غير اين صورت  
 {   

  




2

n
m  

 mا در  ر2 تقسيم بر nمقدار جزء صحيح 
  .ميريزد

  ux  divide m10 ; 
x را از خارج قسمت تقسيم u به 10 بر 

  mتوان 

  uy  rem ;10m  
y را از باقيمانده تقسيم u بدست 10 بر 

 .آوريم مي

  vw  divide ;10m   

  vz  rem ;10m   

   ;,2 zwyxprodr    

   wxprodp ,2   

   ;,2 zyprodq    

  return   ;10102 qqprp mm   

 خود را 2prodدر اين بخش اين الگوريتم، 
  .كند  بار خود فراخواني مي4

 معادل q و xwهمان معادل pدر اينجا 
yzباشد  مي. 

 }   
}   
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  بدترين حالت: پيچيدگي زماني 
  :عمل اصلي

ضرب در ، m10ح بزرگ هنگام جمع كردن، تفريق كردن، يا انجام اعمال تقسيم بر دستكاري يك رقم دهدهي در يك عدد صحي
m10 و محاسبه باقيمانده بر m10  

  :اندازه ورودي
nتعداد ارقام هر يك از دو عدد ،  

  :پيچيدگي زماني

 

 
















0

2
3

sT

Cn
n

TnT   2,           ofpoweransnfor   

  :حل
     58.13log2 nnnT    

  
 عدد 2 برابر هزينه ضرب 3 رقمي، برابر است با n عدد 2هزينه ضرب 

2

n2زيرا .  رقميprod ،3شود  بار فراخواني مي.  
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  ين مقاديريافتن بزرگترين و كوچكتر
  روش معمول

 Sالگوريتم استاندارد يافتن بزرگترين و كوچكترين عنصر در آرايه 
max = s[1]; 
min = s[1]; 

  .گيرد  قرار ميmin، هم در متغير maxمقدار خانه اول آرايه، هم در متغير 
for (i=2 ; i<n ; i++) 

  ام آرايهnهاي دوم الي   با خانهmax و minبراي مقايسه 
{ 
 if (s[i] < min) 

  باشدminام كوچكتر از iاگر مقدار خانه 

  { 
  min = s[i]; 

  .شود گيرد و مقدار قبلي آن حذف مي  قرار ميminدر 
  } 
 else if (s[i] > max) 

 . باشدmaxام بزرگتر از iاگر مقدار خانه 

  { 
  max = s[i]; 

 گيرد  قرار ميmaxآن مقدار در 

  } 
} 

  ):ها يسهتعداد مقا(مرتبه اجرايي 
  شرط جلوي ): بردار به صورت صعودي مرتب است(بدترين حالتif و else ifشود  مرتب آزمايش مي.  

   12  nnW      nnnT  22  
  . شروع شده است2 از for اين است كه حلقه 2علت ضريب 

  
  هچيگاه بخش ): بردار به صورت نزولي مرتب است(بهترين حالتelse ifشود  اجراء نمي.  

  1 nnB       nnnT  1  
  



        علي اكبر صدري          -طراحي الگوريتم 

atie.smsh.ir                                                                     سيد مهدي سيد حجازي:گردآوري  

53   ويرايش نشده-3نسخه

  روش تقسيم و حل
  الگوريتم

آرايه اوليه به دو برابر آرايه هر كدام با 
2

nشود تا به تك عنصر برسد مرتب تكرار مي(شود   عنصر تقسيم مي(  
  .آيد فرعي به دست ميبزرگترين و كوچكترين مقدار در هر دو آرايه 

  .شود بين دو عدد بزرگترين، و بين دو عدد كوچكترين، كوچكتر را انتخاب مي
  

  :الگوريتم

find (low, high, s, max, min) 

find پارامتر دارد5 نام الگوريتم كه . 

lowكران پائين   
highكران بالا   

sآرايه است   
{   
 if (low == high)  باشديعني اگر آرايه تك عنصري.  
 {   
  max = min = s[low];  يعني مقدارmin و maxو كران پائين آرايه برابر همان تك خانه خواهد بود .  
  return; خروج  
 }   
 if (low == high - 1)  عنصري است2اگر آرايه .  
 {   
  if (s[low] < s[high]) s[low] :  اولين خانهمقدار  
   {   
    max = s[high];   
    min = s[low];   
   }   
  else   
   {   
   max = s[low];   
   min = s[high];   
   }   
  return; خروج از الگوريتم.  
 }   
  .شود از اين بخش به بعد اجراء مي.  داشته باشدخانه پر 2اگر آرايه بيش از  
mid = (low + high) / 2;   
find (low, mid, s, max1, min1);   
find (mid + 1, high, s, max2, min2);   
max = maximum (max1, max2);   
min = minimum (min1, min2);   
}   
 
 

 



        علي اكبر صدري          -طراحي الگوريتم 

atie.smsh.ir                                                                     سيد مهدي سيد حجازي:گردآوري  

54   ويرايش نشده-3نسخه

  پيچيدگي زماني الگوريتم

 


























































3      

2  

1  

nif
n

T
n

T
n

T

nif

nif

nT

c

ba

2
2

22
22

1

0



 

  .زيرا مقايسه اي نداريمدر رديف اول پيچيدگي صفر است 
  .مدهي زيرا يك مقايسه انجام مي است 1در رديف دوم پيچيدگي

  .شود  عنصر به بالا با فرمول مربوطه محاسبه مي3در رديف سوم پيچيدگي براي 
 

a : nT هزينه پيدا كردنmin و max در يك آرايه 
2

n خود فراخواني اول( عنصري(  

b : هزينه پيدا كردنminو  max در يك آرايه 
2

n خود فراخواني دوم( عنصري(  
c :2 مقايسه، اولي براي انتخاب max مقدار ماكزيمم و دومي براي انتخاب 2 از بين min مقدار مينيمم2 از بين .  
  

  :با حل معادله فوق

 














2

3

2

3

2
2

3

n

n

nT  
12

2




kn

kn  

  :لذا با توجه به نتيجه فوق و همچنين قضيه اصلي
   nnT   

 
  .از اينجا به بعد اختياري استاين فصل 

  


